EXERCICE 4 7 points
PARTIE A

On définit sur I'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction g par:
2 1 N . . . . L
g(x) = ———+Inx oulndésigne la fonction logarithme népérien.
X X

On admet que la fonction g est dérivable sur |0 ; +oo[ et on note g’ sa fonction dérivée.

1. Lafonction g somme de fonctions dérivables sur |0 ; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :

g2 2 1 x*-2x+2
EW=-GtEri=— s

Or x> 0= x3> 0, donc le signe de g’(x) est celui du numérateur le trinéme x* — 2x + 2.

2. Onax?—2x+2=(x-1)2%-1+42=(x—-1%2%+1.

Comme (x—1)%+1 > 1> 0, ce trindme est donc supérieur a zéro pour tout x > 0 : la fonction g
est donc strictement croissante sur 10 ; +ool.

2 1
3. ¢ Onalim——=-00, lim—-—— =-ocoetlimlnx = —oco.
x—0 X x—0 X x—0

Par somme de limites on en déduit que lirp g(x) = —o0.
X—+00

. 2 . 2 .
¢ Ona lim —— =0, lim —=0et lim Inx=+oco.
x—+o0  x2 x—+o0 x3 X—+00

Par somme de limites on en déduit que lirp g(x) = +oo.
X—+00

X |0 a +00
gl - o +

La fonction g est continue sur I'intervalle ]0 ; +oo[ car dérivable sur cet intervalle et on a dé-
montré que sur cet intervalle la fonction est croissante de moins I'infini a plus I'infini : d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un réel unique «a tel que g(a) = 0.

On a (calculatrice) g(0,5) = —0,69 et g(1) =1, le méme théoreme permet d’affirmer que

0,5<ax<l.

PARTIE B

On considere la fonction f définie sur I'intervalle |0 ; +oo| par:

f(x)=e"Inx.

1
1. On admet que pour tout nombre réel x >0, f'(x) =e* (; +In x).
Produit de fonctions dérivables sur 0 ; +oo[, f’(x) est dérivable et sur cet intervalle :

1 1 1
f"x) = ex(; +lnx) +e* (—? + —) =e*

X X X2 x X

1 1 1 2 1
—+lnx——+—) :ex(———2+lnx).
X
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2. Onadonc f"(x) =e*g(x).

3.

a.

Comme e* > 0 quel que soit le réel x, le signe de f”'(x) est celui de g(x) donné précédem-
ment, soit

X |0 a +00

'@l - o o+

. Onssait que si f”(B) =0, la courbe € admet un point d’inflexion au point d’abscisse f.

Orf"(x)=0 < e*gx) =0 < gx)=0 < x=a.
Rem. : 1a calculatrice donne « = 0,592, puis f(a) = —0,948. Le point A(0,592 ; —0,948) est
le seul point d’inflexion de la courbe €.

On a vu que sur sur l'intervalle ]0 ; a], la dérivée seconde est négative : la fonction f est
concave sur cet intervalle.

Sur l'intervalle [« ; +oo[ la dérivée seconde est positive : la fonction f est convexe sur cet
intervalle.

e Ona liII(l) e*=1let liH(l) In x = —oo, donc par produit de limites : liH(l) f(x) = —o0;
X— X— X—

e Ona lim e*=+ocoet lim Inx=+oco, donc par produit de limites : xliIP f(x) = +oo0.
—+00

X—+00 X—+00
2 1 1
. Onsaitque g(a) =0 <= ———=+lna=0 < lna=—-—=—=(1-2a).
a a? a2 a a?
1 1 1 2 1 1 e¥
Donc f'(a) = e* —+1na):e”‘(—+—2——):e“(—z——):—z(l—a).
a a a? « a’t al «

On sait que e* > 0, a®> > 0 et que a = 0,592 < 1, donc 1 — a > 0. Donc f'(a) > 0 comme
produit de trois facteurs supérieurs a zéro.

Onavu que f"(x) =e*g(x), donc:

e sur]0; al, g(x) <0, donc e*g(x) = f"(x) <0 : la fonction f’ est décroissante sur cet
intervalle;

e surla; +ool, g(x) >0, donc e*g(x) = f”(x) > 0 : la fonction f’ est croissante sur cet
intervalle;

e Donc f'(a) estle minimum de la fonction f” sur I'intervalle ]0 ; +ool.
Ce minimum étant supérieur a zéro, on a donc f’(x) > 0 sur ]0 ; +oo[ et enfin la fonction
f est strictement croissante de moins l'infini a plus I'infini.

On peut établir le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle ]0; +ool :

x [0 a 1 +00
[ (%) + +
+00
f(x) -
—00




